Anderungsrate: vom Differenzenquotienten zur
Ableitung

Klasse 11

2026-08-19

Grundidee

Die durchschnittliche Anderungsrate von f zwischen z, und z, ist der Differenzenquo-
tient

M bzw. mit Schrittweite h : Flwg +h) = f(xo)

Ty — X1 h

Geometrisch ist das die Steigung der Sekante durch die Punkte P(z, | f(z,)) und Q(zq+ h |
f(xzo + h)). In Sachaufgaben trégt er stets eine Einheit (z.B. 2, L.

Lasst man @ auf P zuwandern (h — 0), so dreht sich die Sekante in die Tangente. Ihr Grenzwert
heifit Ableitung von f an der Stelle z:

Vorgehen beim Berechnen iiber den Grenzwert:

f(zo + h) aufstellen und ausmultiplizieren

f(zq) abziehen — die konstanten Glieder heben sich weg

. durch h kiirzen (jetzt geht es, weil jeder Summand ein h enthélt)
h = 0 einsetzen

D =



Aufgaben
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schwarz: f(x) =x2 - grln gestrichelt: Tangente in P

Abbildung 1: Sekanten durch P(1|1) fiir h = 2, 1, 0,5 und 0,2. Je kleiner h, desto néher liegt die
Sekantensteigung bei der Tangentensteigung f'(1) = 2.

Aufgaben

Aufgabe 1
Gegeben ist f(x) = 2.

a) Berechne die durchschnittliche Anderungsrate von f zwischen z; = 1 und z, = 3.
b) Was bedeutet dieser Wert geometrisch?

Aufgabe 2

a) Eine Pflanze ist nach 2 Wochen 8 cm hoch, nach 6 Wochen 20 cm. Bestimme die mittlere
Wachstumsrate mit Einheit.

b) Der Wasserstand eines Beckens (in Metern) nach ¢ Stunden ist

h(t) = —0,5t% + 4t

Berechne die mittlere Anderungsrate zwischen ¢t = 1 und ¢ = 3 und gib die Einheit an.
Aufgabe 3
Gegeben ist f(z) = 22 und die Stelle z, = 2.

a) Stelle den Differenzenquotienten mit allgemeiner Schrittweite h auf und vereinfache ihn so
weit wie moglich.
b) Bestimme daraus f'(2).

metzna.de CC BY-NC 4.0



Lésungen

Aufgabe 4

Berechne f’(1) tiber den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir

f(z) =2% —3x

Aufgabe 5
Gegeben ist f(x) = 3.
Bestimme f’(x,) fiir eine beliebige Stelle x, tiber den Grenzwert des Differenzenquotienten.
Hinweis: (xy + h)? = a3 + 3z3h + 3zyh? + h3.
Aufgabe 6
Begriinde jeweils, warum die Funktion an der angegebenen Stelle nicht differenzierbar ist:
a) f(z)=|z| beizy =0
b) g(x) = % bei 2y =0
c) h(xz) = /x bei zy =0
Aufgabe 7
Gegeben ist f(z) = 1076 22
Berechne die durchschnittliche Anderungsrate zwischen x; = 10° und z, = 2 - 10°.
Aufgabe 8

Berechne f’(0) iiber den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir

f(x) =10°2% — 1012 2 + 1015

Losungen

Losung 1

fG—f1) _9-1_38
3-1 2 2

b) Der Wert 4 ist die Steigung der Sekante durch die Punkte P(1 | 1) und Q(3 | 9) auf
dem Graphen von f.

Losung 2
a)
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b) h(1) = —0,544 =35 und h(3) = —4,5 4 12 = 7 5:

M&—MU_Z&%&_%_2E
3—1 2 2 “h

Der Wasserstand stieg in diesem Zeitraum im Mittel um 2 Meter pro Stunde.

Losung 3

a)
ﬂ2+@—f@%:@+hﬁ—4:4+4h+ﬁ—4:4h+ﬁ

h h h h
Die konstanten Glieder 4 heben sich weg — deshalb ldsst sich durch h kiirzen.

—4+h

b)

1/(2) = lim(4+ h) =4

Losung 4
f(1l)=1—3=—-2und
fA+h)=(1+h)?-31+h)=1+2h+h*—-3—-3h=h>—h—2

Damit:

FA+h)—f(1) h2—h—2—(-2) h2—h
h h T h

J(1)=lim(h—1) = -1

Die Tangente in P(1 | —2) féllt also mit der Steigung —1.

Losung 5

(xg+h)® —af  xd +3adh+3xgh? + h* —af  3adh + 3xh® + h?

h h h
Nach dem Kiirzen durch h:

= 3x2 + 3zoh + h?

f'(wo) = lim (325 + 3xoh + h?) = 3x7

Also f’(x) = 32? — das ist genau die Potenzregel fiir n = 3.
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Losung 6
a) Knickstelle. Fir A > 0 ist der Differenzenquotient W%O = % = 1, fiir h < 0 dagegen
_Th = —1. Links- und rechtsseitiger Grenzwert sind verschieden, der Grenzwert existiert

nicht.

b) Polstelle. g ist an der Stelle z, = 0 gar nicht definiert — schon die erste Voraussetzung
fehlt.

¢) Senkrechte Tangente. Der Differenzenquotient % = h™2/3 wichst fiir h — 0 iiber alle

Grenzen. Die Tangente steht senkrecht, eine endliche Steigung gibt es nicht.

Losung 7
f(10%) =107%- 10" = 10°, f(2-106)=10"5-4-10" =4-10°

4-10°—10°  3.10°

2.106 —106 106

3

Trotz der unhandlichen Zahlen genau dasselbe Vorgehen wie in Aufgabe 1 — und das Ergebnis
ist eine glatte 3.

Losung 8
f(0) = 10 und

f(h) =10°h% —10"2h + 10"

Damit fallt der Riesensummand 10® heraus:

f(h) = £(0) _ 10°h% —10%2h

= 10%h — 10'2
h h

f'(0) = lim (10°h —10'2) = —10"?

Dieselben vier Schritte wie in Aufgabe 3: einsetzen, subtrahieren, kiirzen, h = 0 setzen.
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