Waagrechte und schrage Asymptoten
Klasse 11
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Grundidee

Fir z — 400 entscheidet allein der Gradvergleich von Zéahler (degp = m) und Nenner
(degq = n):

Fall Grenzverhalten Asymptote
m<n f(x) =0 waagrecht: y = 0

a a
m=mn flz) — b—m waagrecht: y = b—m
m=n+1 |f(x)] — oo, linear schriag: y = az +b
m>n+1 |f(z)] = o0 keine Gerade als Asymptote

Dabei sind a,, und b, die fithrenden Koeffizienten (die bei der héchsten Potenz), nicht etwa
die konstanten Glieder.

Schrige Asymptote per Polynomdivision. Ist m = n + 1, teilt man p(z) durch ¢(x):

flx)= ax+b + r(z)
Asymptote @

— 0 fiir z—4o00

Der Restterm verschwindet im Unendlichen — iibrig bleibt die Gerade y = ax + b.

22 3 2
oL =z — 14+ ——, also schrige Asymptote y =z — 1.

Beispiel:
eispie po| T



Aufgaben

f(x) = (2x2-1)/(x2+3) f(x) = (x>-2x+3)/(x-1)

Abbildung 1: Links waagrechte Asymptote y = 2 (Grad gleich), rechts schrige Asymptote y = x
— 1 (Zahlergrad um 1 groBer)

Aufgaben

Aufgabe 1

Bestimme das Grenzverhalten fiir x — +o00 und gib die waagrechte Asymptote an:

Aufgabe 2

Bestimme jeweils die waagrechte Asymptote:

222 —1
a) f(z) = 213
z+5
b ==
) o) =
4% + x
c) hiz)= 5.2 _ 8
Aufgabe 3

Lies aus den beiden Graphen jeweils ab: alle senkrechten Asymptoten sowie die waagrechte bzw.
schrige Asymptote. Gib auflerdem an, in welchem Verhéltnis Zdhler- und Nennergrad stehen
miissen.
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Aufgaben
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Aufgabe 4
Gegeben ist
2
x4 +1
fla) ="
a) Begriinde mit dem Gradvergleich, dass eine schrige Asymptote existiert.
b) Bestimme sie durch Zerlegen des Bruchs.
Aufgabe 5
Bestimme die schrage Asymptote mittels Polynomdivision:
fla) = E 2L
)= ——
z—1
Aufgabe 6
Bestimme die schrage Asymptote sowie die senkrechte Asymptote von
222 + 3z — 1
fo)=——ys
Aufgabe 7
Bestimme die waagrechte Asymptote von
1019022 +1
1099 2= 45
Aufgabe 8
Bestimme die schrage Asymptote von
2 50
z2 + 10
f@) = ———=
z—10
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Lésungen

Losungen

Losung 1
Zahlergrad m = 1, Nennergrad n = 2, also m < n.
Rechnerisch (Kiirzen durch die hochste Nennerpotenz x?):

3 3 0

Waagrechte Asymptote: y = 0 (die z-Achse).

Losung 2
a) m =n = 2, filhrende Koeffizienten 2 und 1:

2
lim f(z):I:2 = y=2

r—+00
by m=1<n=2—-y=0

c) m =n = 2, fithrende Koeffizienten 4 und 2:

4
=2 = =2
5 Y
Achtung: Es zihlen nur die Koeffizienten bei 22 — die Terme +x und —8 spielen fiir das

Grenzverhalten keine Rolle.

Losung 3

Graph A: senkrechte Asymptoten bei x = —1 und x = 1; waagrechte Asymptote y = 2 (beide
Aste auBlen nihern sich der Hohe 2).

Weil eine waagrechte Asymptote mit Wert # 0 vorliegt, muss m = n gelten — Zéahler- und
Nennergrad sind gleich, das Verhéltnis der fithrenden Koeffizienten ist 2.

(Es handelt sich um f(x) = 202 )

r2—1"

Graph B: senkrechte Asymptote bei z = 0; schrige Asymptote y = x (die Aste legen sich
auBen an die Winkelhalbierende).

Eine schriage Asymptote bedeutet m = n + 1 — der Zahlergrad ist um genau 1 grofler als der
Nennergrad.

(Es handelt sich um f(z) = £+ )

x
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Lésungen

Losung 4

a) m=2,n=1,also m =n+1 — es existiert eine schrige Asymptote.

b) Der Bruch lasst sich gliedweise zerlegen:

Losung 5
Polynomdivision (2% — 2z +3) : (z — 1):

22 —2x+3 : (x—1) = x—1Rest 2
— (2® — )
—r+3

—(—x+1)
2

Also

f(a:):x—1+%

Da Tzl — 0 fiir x — 400, ist die schrige Asymptote
y=x—1

Probe: (z —1)(z —1)+2=22-204+1+2=22—-22+3

Losung 6

Senkrechte Asymptote: Nenner z +2 =0 = z = —2. Zdhler dort: 2-4—-6—-1=1+#0 —
Polstelle, senkrechte Asymptote © = —2.

Schrige Asymptote: m =2 =mn+1 , Polynomdivision (222 + 3z — 1) : (z + 2):

202 +32—1 : (x+2) = 20 —1Rest 1

— (222 + 4x)
—r—1
—(—z—2)

1
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Lésungen

1

f(x):2x—1+$+2

= y=2zr—1

Probe: 2z —1)(z +2)+1 =222 +4dr —2—2+1=222+ 32— 1

Losung 7

m = n = 2. Es zahlt nur das Verhaltnis der fithrenden Koeffizienten:

101 100—99
xggloo f(z) = 1090 = 10 =10
Waagrechte Asymptote: y = 10
Die Summanden +1 und +5 sind fiir  — 400 bedeutungslos — dasselbe Vorgehen wie in
Aufgabe 2a.
Losung 8

m=2,n=1,alsom=n+1 — schriige Asymptote. Polynomdivision (22 + 10°°) : (x — 10%®):
Erster Schritt: 22 : = z, und x (x— 1025) = 22 —10%°z. Rest: 10%°z 4 10%°.

Zweiter Schritt: 10*°z : z = 10*°, und 10%° (z — 10?°) = 10%°z — 10°°. Rest: 2-10°°.

2-10%
— 1 25
flz)=2+10 +x—1025
Schrige Asymptote:
y=x+10%°

Probe: (z +10%°) (z —10%°) +2-10°° = 22 — 10°° + 2. 10°° = 22 4 10°°
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