Grenzverhalten und Grenzwerte
Klasse 11

2026-08-19

Grundidee

Das Grenzverhalten beschreibt, wohin f(x) lduft, wenn x beliebig grof3 oder beliebig klein
wird.

Bei ganzrationalen Funktionen entscheidet allein der Leitterm a,z". Alle tibrigen Summan-
den fallen fiir grofle |x| nicht mehr ins Gewicht — egal wie grof ihre Koeffizienten sind.

Grad n a, >0 a, <0
gerade o0 fiir x — +00 —oo fiir ¢ — 400
ungerade —0o0 (links), +oo (rechts) +00o (links), —oo (rechts)

Grenzwert an einer Stelle: Werden bei x, Zéhler und Nenner null, so faktorisiert man beide
und kiirzt den gemeinsamen Faktor. Danach darf eingesetzt werden.

i P@)

m —- mit p(x,) = q(zy) =0 — faktorisieren, kiirzen, einsetzen
Ausschnitt |x| < 12 Ausschnitt |x| <200
1000 5e+06
> 0 - > 0e+00
-1000 -5e+06
-10 -5 0 5 10 -200 -100 0 100 200

f(x) =x®-100x == Leittermx®

Abbildung 1: f(x) = x* — 100x und der Leitterm x®. Nahe am Ursprung (links) sehen sie vollig
verschieden aus — weit draulen (rechts) sind sie ununterscheidbar.




Aufgaben

Aufgaben

Aufgabe 1

Bestimme lim

f(z) und lim, , _ f(=x) fir

r—+00

f(x) =223 — 522 + 7

Aufgabe 2

Bestimme jeweils das Grenzverhalten fiir x — +o0o und z — —oo:

a) f(x) = —3z* + 222

b) g(x) = 2° — 100022

c) h(z) = —27 + 25

d) k(z) =425 — 2°
Aufgabe 3

Gib fiir z — +o00 an, ob die Funktion konvergiert (und wogegen) oder divergiert:

a) fla)=3"
b) g(z) = (3)
c) h(z)=Inz
d) k(x) = cosz
Aufgabe 4

Berechne den Grenzwert:

ox2—9
lim
=3 T — 3
Aufgabe 5
Berechne:
22 +3x+2
a)
r——1 x4+ 1
3 _
b) lim a: 8
=2 T — 2

Hinweis zu b): x3 — 8 = (x — 2)(2* + 2z + 4).
Aufgabe 6

_ x?—5x+6

22 —4

a) Fir welche z ist f nicht definiert?

b) Berechne lim, , f(x).

Gegeben ist f(x)

c) Was passiert fiir z — —27 Begriinde, warum hier kein endlicher Grenzwert existiert.
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Lésungen

Aufgabe 7

Bestimme das Grenzverhalten fir x — +o0:

f(z) =—-10"%27 +10° 25 — 102

Aufgabe 8

Berechne:

xlOO -1

lim
z—1 x—1

Hinweis: 2" — 1= (z — 1) (2"t + 2" 2 + -~ + 2+ 1).

Losungen
Losung 1

Leitterm: 223, Grad 3 (ungerade), a,, = 2 > 0:

lim f(z) = 400, lim f(z) =—o0

r—+00 T——00

Losung 2
Es zéhlt jeweils nur der Leitterm:
a) —3z*: Grad gerade, Koeffizient negativ — —oo fiir z — 400

b) z°: Grad ungerade, positiv — 400 (rechts), —oo (links)
¢) —z": Grad ungerade, negativ — —oo (rechts), +oo (links)

d) Leitterm ist —z% (nicht 42°!): Grad ungerade, negativ — —oo (rechts), +

Bei d) muss man erst nach dem héchsten Exponenten sortieren.

Losung 3

53

) 3% — 4o0: divergiert

b) )1: — 0: konvergiert gegen 0
¢) Inz — +oo: divergiert

d)

3m
(3
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Lésungen

Losung 4

Einsetzen liefert % — also faktorisieren:

-9  (z—3)(z+3)
r—3 z—3

=x+3 (x # 3)

lim(z+3)=6

r—3

Losung 5

a) 2 +3x+2=(z+1)(z+2):

(x4 1)(x+2)

=zr+2 — —14+2=1
z+1

(x—2)(z% + 22+ 4)

5 =224204+4 — 44+4+4=12
x_

b)

Losung 6
a) Nenner null: 2 —4=0= 2z =2 und x = —2. Also D = R\ {-2, 2}.
b) Bei = 2 wird auch der Zédhler null (4 — 10 + 6 = 0), also kiirzen:

2> —bx+6 (z—2)(x—3) x—3

= 2
22— 4 G—2@t2 zrz 72
r—3 —1
e

¢) Bei x = —2 wird nur der Nenner null, der Zéhler ist 4 + 10 + 6 = 20 # 0. Ein Bruch
mit festem Zahler und Nenner gegen 0 wéchst betragsméfig unbeschriankt — es liegt eine
Polstelle vor, kein endlicher Grenzwert.

Losung 7

Der Leitterm ist —107%27 — der Grad entscheidet, nicht die Groe des Koeffizienten. Grad 7
(ungerade), Koeffizient negativ:

lim f(x) = —o0, lim f(z) =400

T—+00 T——00

Der Term 10%2% ist fiir kleine |z| erdriickend grof}, aber ab |x| > 10® hat 27 die Oberhand. Das
Verfahren ist identisch zu Aufgabe 1.
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Lésungen

Losung 8
Mit der angegebenen Zerlegung:

210 —-1 (-1 (@Y +2® 4+ +2+1) 99

98
r—1 r—1 Tt

Fir « — 1 wird jeder der 100 Summanden zu 1:

100 __ 1
lim "”71 — 100

r—1 T —

Dasselbe Kiirzen wie in Aufgabe 4 — nur mit 100 statt 2 Summanden.
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